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Применение математического анализа к геометрии в исследованиях  
Л. Эйлера: вопрос об изгибании и развертывании поверхностей  

 
В статье рассмотрены исследования Эйлера по вопросу изгибания одной поверхности в другую, а 

также частного случая изгибания — развертывания поверхности на плоскость. Показано, как для реше-
ния чисто геометрического вопроса Эйлер применил средства анализа бесконечно малых. Представлен-
ный материал является иллюстрацией процесса формирования дифференциальной геометрии в XVIII в. 

Ключевые слова: дифференциальная геометрия, Леонард Эйлер, теория изгибаний поверхностей, ис-
тория математики. 

 
В XVIII веке значительное место занимали задачи, связанные с приложениями к 

геометрии методов дифференциального и интегрального исчисления, которое уже было 
создано Исааком Ньютоном (1643—1727) и Готфридом Вильгельмом Лейбницем 
(1646—1716). Именно эти задачи привели к возникновению дифференциальной гео-
метрии. 

Огромную роль в создании дифференциальной геометрии сыграл Леонард Эйлер 
(1707—1783). Этот факт отмечали многие историки математики: Г. Вилейтнер [1], 
М. Я. Выгодский [2], Б. Н. Делоне [3], В. В. Котек [4], В. Коммерель [5], Б. А. Розен-
фельд [6,7], Д. Я. Стройк [8], А. Шпайзер [9], А. П. Юшкевич [10] и др. Проведенный 
нами анализ мемуаров Эйлера, вошедших в «Opera omnia», опубликованной переписки 
ученого [11], а также неопубликованных материалов из его записных книжек [12], хра-
нящихся в Санкт-Петербургском филиале РАН, позволил доказать, что им были полу-
чены основополагающие результаты в указанной области.  

К рассмотрению пространственных задач дифференциальной геометрии Эйлера 
привели проблемы картографии, геодезии и механики. В предлагаемой статье рассмат-
ривается вопрос об изгибании одной поверхности в другую в исследованиях Эйлера. 
Напомним, что изгибанием называется деформация поверхности, при которой длина 
каждой дуги любой линии, проведенной на этой поверхности, остается неизменной. 
Вопрос об изгибании поверхности является важным, поскольку если одна поверхность 
изгибается в другую, то их внутренние геометрии одинаковы. Частным случаем изги-
бания является развертывание поверхности на плоскость. 

Результаты изучения вопроса о развертывающихся поверхностях Эйлер опублико-
вал в мемуаре «О телах, поверхность которых можно развернуть на плоскость» (1771, 
опубликован в 1772 г.) [13]. Здесь впервые было введено и само понятие развертываю-
щейся поверхности, т.е. поверхности, которая может быть наложена на плоскость без 
складок и разрывов.  

Эйлер исходил из того, что бесконечно малый треугольник на такой поверхности 
должен быть конгруэнтен соответствующему треугольнику на плоскости, на которую 
он развертывается. Он представляет координаты x, y, z точки на поверхности (рис. 1) 
как функции от двух переменных t и u, где t и u являются координатами соответствую-
щей точки на плоскости. Таким образом, Эйлер ввел так называемые изометрические 
(или Гауссовы) координаты. 

Точкам (t+dt, u) и (t, u+du) плоскости соответствуют точки поверхности, координа-
ты которых имеют вид:  
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(  ;ldtx   ;mdty  hdtz  ) и ( dux  ; duy+ ; duz+ ), 
где  ,,,,, nml являются функциями от переменных u , t  и удовлетворяют условиям:  
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Рис. 1 
 
Точке  duudtt  ,  плоскости соответствует точка поверхности  

 dzzdyydxx  ,, , 
тогда  

duldtdx  , dumdtdy  , dundtdz  , 
причем чтобы выражения, стоящие в правых частях этих равенств, были полными 
дифференциалами, должны выполняться соотношения:  
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В этой работе Эйлер впервые вводит в рассмотрение линейный элемент ds поверх-
ности (т.е. дифференциал дуги линий на ней) как средство исследования тех свойств 
поверхности, которые впоследствии были названы внутренними и которые могут быть 
исследованы с помощью измерений на ней самой, без обращения к пространству, её 
содержащему. Эта идея получила дальнейшее глубокое развитие лишь начиная с Гаус-
са (1828, «Общие исследования о кривых поверхностях»). 

Условие развертывания (или условие наложимости) поверхности на плоскость, по-
лученное Эйлером, может быть сформулировано как условие совпадения линейного 
элемента развертывающейся поверхности 2222 dzdydxds   с линейным элементом 
плоскости 222 dudtds  , т.е. при любых du, dt расстояние между точками (t+dt, u) и 
(t, u+du) плоскости должно равняться расстоянию между соответствующими точками 
(  ;ldtx   ;mdty  hdtz  ) и ( dux  ; duy+ ; duz+ ) развертывающейся поверхности: 

22222 )()()( duhdtdumdtduldtdudt   . 
Раскрыв скобки, имеем: 
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Отсюда получаем условия наложимости: 
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С современной точки зрения — это условия единичности и ортогональности векто-
ров, координаты которых равны частным производным радиус-вектора точки поверх-
ности по координатам u , t . 

Таким образом, поставленная геометрическая задача сводится к решению следую-
щей чисто аналитической задачи: найти такие шесть функций  ,,,,, nml  от двух 
переменных u  и t , чтобы выполнялись условия (1) и (2). 

Решение этой задачи Эйлер нашел, основываясь на следующих геометрических со-
ображениях: «…тела, поверхность которых может быть развернута в плоскость, долж-
ны быть так устроены, что из любой точки этой поверхности может быть проведена 
прямая, которая вся лежит в этой поверхности, и так, что две такие прямые, близкие 
друг к другу, лежат в одной плоскости, т.е., если они не параллельны, то они пересека-
ются в одной точке. Точки пересечения этих прямых образуют, очевидно, линию двоя-
кой кривизны, такую, что все ее касательные образуют поверхность рассматриваемого 
тела» [13, с. 161]. 

Он рассматривает две близкие точки V и v  пространственной кривой (рис. 2), про-
водит в них касательные VS  и vs  к кривой и обозначает точки пересечения этих каса-
тельных с плоскостью ( ut, ) соответственно S и s .  
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Рис. 2 

Точки U и u плоскости ( ut, ) соответствуют точкам V и v  пространственной кри-
вой. Далее Эйлер обозначает угол наклона прямой SU  к оси Ou ,т.е. MUT , через  ; 
угол наклона прямой VS к оси Ov ,т.е. UVS  — через . Далее, полагая, что простран-
ственная кривая задана уравнениями  tfu  ,  tv  , он предлагает определять каса-
тельную к ней при помощи координаты t  ее точки касания V, а произвольную точку 
Z на этой касательной — при помощи ее расстояния s от точки V. Таким образом, t  и 
s  являются координатами произвольной точки Z  некоторой касательной к рассматри-
ваемой пространственной кривой. Эти координаты связаны с координатами x, y, z точки 
Z следующими равенствами:  

 sinsinstx  ;  cossinsuy  ; cossvz  . 
Углы   и   будут для данной кривой некоторыми функциями переменной t . Об-

ратно, если принять какие-нибудь две функции от t  за   и  , то они зададут простран-
ственную кривую с точностью до ее параллельного переноса. 
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В этой работе Эйлер показал, что искомое решение системы (2), удовлетворяющее 
условию (1), выражается функциями: 

    

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d
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где   — угол между касательными VS  и vs , т.е. SVs .  
Затем он формулирует обратное утверждение: если взять такие функции 

 ,,,,, nml , то поверхность x, y, z, где  
   duldtx  ,    dumdty  ,    dundtz  , 

вся состоит из прямых линий. 
В этой же работе Эйлер сформулировал и доказал теорему о том, что всякая развер-

тывающаяся поверхность является либо цилиндром, либо конусом, либо образована 
касательными к некоторой пространственной кривой. 

Следует отметить, что рассмотренные результаты по развертывающимся поверхно-
стям Эйлер получил около 1767 г. Об этом свидетельствует заметка из его записной 
книжки № 138 на листах 3 об. — 5 об. [12] (рис. 4—8).  

В этой же записной книжке на листах 5 об. — 7 (рис. 9—10) Эйлер впервые вводит 
понятие, которому сейчас соответствует термин изгибание одной поверхности на дру-
гую, и ставит общую задачу о нахождении условий этого изгибания.  

Требуется найти две поверхности, которые трансформируются одна в другую так, 
чтобы длина соответствующих линий между соответствующими точками сохранялась. 

Рассмотрим решение Эйлера (изменив для удобства обозначения соответствующих 
точек на изгибаемых поверхностях). Пусть некоторая поверхность   после изгибания 
превратится в поверхность   (рис. 3).  

Точка  vutA ,,  поверхности   перейдет в точку  zyxA ,,  поверхности   . Эйлер 
отмечает, что по своей природе координаты точек поверхностей являются функциями 
от двух переменных r  и s .  
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Рис. 3 
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Рис. 4. Страница из записной книжки Л. Эйлера. Ф. 136. Оп. 1. № 138. Л. 3 об.
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Рис. 5. Страница из записной книжки Л. Эйлера. Ф. 136. Оп. 1. № 138. Л. 4
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Рис. 6. Страница из записной книжки Л. Эйлера. Ф. 136. Оп. 1. № 138. Л. 4 об. 
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Рис. 7. Страница из записной книжки Л. Эйлера. Ф. 136. Оп. 1. № 138. Л. 5.
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Рис. 8. Страница из записной книжки Л. Эйлера. Ф. 136. Оп. 1. № 138. Л. 5 об.
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Рис. 9. Страница из записной книжки Л. Эйлера. Ф. 136. Оп. 1. № 138. Л. 6.
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Рис. 10. Страница из записной книжки Л. Эйлера. Ф. 136. Оп. 1. № 138. Л. 6 об.
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Если этим переменным дать бесконечно малые приращения dr  и ds , то на поверх-
ности   получим две точки 
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а на поверхности '  соответственно точки 
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Точки A  и B  располагаются очень близко, поскольку приращение dr  бесконечно 
мало. Поэтому длину дуги AB  можно считать равной длине отрезка АВ. При этом за-

мечаем, что 
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Аналогично получаем, что длина дуги AC  равна длине отрезка АС, причем 
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Длина дуги BC тоже равна длине отрезка BC , для которого справедливо:  
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Схожие соотношения имеем и для точек A , B , C  поверхности ' :  
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Далее, поскольку при изгибании сохраняются длины соответствующих дуг, то 
22 BAAB  , 22 CAAC  , 22 CBBC  , откуда следует система из трех равенств: 
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      (3) 

определяющая условия изгибания одной поверхности в другую.  
В современной терминологии эта система выражает условие равенства соответст-

вующих коэффициентов первых квадратичных форм Гаусса для линейных элементов 
поверхностей:  
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К сожалению, этот замечательный результат Эйлера оставался неизвестным почти 
сто лет. Он был опубликован М. Е. Головиным лишь в 1862 году в первом томе 
L. Euleri Opera posthuma в разделе «Continuatio Fragmentorum ex Adversariis mathe-
maticis depromtorum» [14, с. 494—496].  

Решение полученной системы (3) Эйлер предложил искать в следующем виде: 
      JsJdrt    , LsLdrx   , 

GsGdru   , MsMdry   ,                                        (4) 

      HsHdrv   , NsNdrz   , 
где функции J , G , H  и L , M , N  зависят лишь от переменной r . 

В комментариях [9, vol. 29, с. XLI] к этой работе А. Шпайзер отметил, что если 
здесь положить 0s , то на каждой из рассматриваемых поверхностей мы получим 
пространственную кривую, зависящую только от параметра r . Причем  HGJ ,,  явля-
ются координатами вектора касательной, проведенной в точке  vut ,,  к кривой, лежа-
щей на первой поверхности;  NML ,,  — координаты вектора касательной, проведен-
ной в точке  zyx ,,  к кривой, лежащей на второй поверхности. 

Подставив выражения (4) в уравнения системы (3), Эйлер после некоторых преоб-
разований пришел к системе вида: 

           












.

,
,

222222

222222

dNdMdLdHdGdJ

NdNMdMLdLHdHGdGJdJ
NMLHGJ

                           (5) 

Далее, положив 2222222 pNMLHGJ  , Эйлер представил функции J , 
G , H  и L, M, N в следующем виде: 

                                  nmpJ sinsin , nmpG sincos , npH cos , 
 sinsinpL  ,  sincospM  , cospN  .                          (6) 

Здесь величина p  выражает длину каждого из векторов  HGJ ,,  и  NML ,, ; n  
следует понимать как угол отклонения вектора  HGJ ,,  от оси v ; m  — угол отклоне-
ния от оси u проекции вектора  HGJ ,,  на плоскость  ut, ;   — угол отклонения век-
тора  NML ,, от оси z ;   — угол отклонения от оси y проекции вектора  NML ,,  на 
плоскость  yx, .  

При этом p , а также углы m , n ,   и   зависят лишь от параметра r . Другими 
словами, здесь Эйлер использовал так называемые сферические координаты. 

Подставив выражения (6) в последнее равенство системы (5), он вывел соотноше-
ние: 222222 sinsin  dddnndm  , которое показывает, что всегда один из четырех 
углов m , n ,   и   можно выразить через три остальных. 

Таким образом, координаты соответствующих точек  vut ,, и  zyx ,,  изгибаемых 
друг на друга поверхностей выражены следующими равенствами: 

 
nmpsndrmpt sinsinsinsin   ,  sinsinsinsin psdrpx   , 

nmpsndrmpu sincossincos   ,  sincossincos psdrpy   , 

npsndrpv coscos   ,  coscos psdrpv   . 
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В послесловии Эйлер сделал важное замечание: сфера является поверхностью, ко-
торая не может изгибаться, поскольку она замкнутая [и выпуклая]; если же взять часть 
сферы, то она допускает изгибание.  

Полученные результаты он применил в работах по картографии: «Об изображении 
поверхности шара на плоскости» (1777) [15], «О географической проекции поверхности 
шара» (1777) [16], «О географической проекции Делиля, примененной на генеральной 
карте Российской Империи» (1777) [17].  

Работы Эйлера по дифференциальной геометрии поверхностей оказали влияние на 
Гаспара Монжа (1746—1818) и Карла Фридриха Гаусса (1777—1855) и явились осно-
вой для  их дальнейших исследований в этом направлении. 
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I. V. Ignatushina 
 
Application of mathematical analysis to geometry in research of L. Euler: Issue  
of deformation and development of surfaces  
 
The article presents a research of L. Euler on the problem of surface deformation as well as the particular 

case of surface development into a plane. It also shows how Euler applied the infinitesimal analysis to resolve 
one of the typical geometrical issues. The submitted material is an illustration of the formation process of differ-
ential geometry in XVIII century.  

Key words: differential geometry, Leonhard Euler, the theory of surface deformation, history of mathemat-
ics. 
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